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Resumen: En el presente articulo, se determina la solucion numérica de la ecuacion
diferencial parcial de transferencia de calor no estacionario con fuente interna de calor
usando método de diferencias finitas y algoritmo de Free Fem++” también el teorema de
Lax-Milgram que es una herramienta fundamental en la resolucién de EDPs elipticas.

Palabras claves: Teorema de Lax-Milgram/ Ecuaciones diferenciales parciales elipticas/
Free Fem++.

Abstract: In this paper, the numerical solution of the partial differential equation of non-
stationary heat transfer with internal heat source is determined using the finite difference
method and the Free Fem++ algorithm, as well as the Lax-Milgram theorem, which is a
fundamental tool in the resolution of elliptic PDEs.

Keywords: Lax-Milgram’s theorem/ Elliptic partial differential equations/ Free Fem++.

Résumé : Dans cet article, la solution numérique de I'équation aux dérivées partielles du
transfert de chaleur non stationnaire avec source de chaleur interne est déterminée a l'aide
de la méthode des différences finies et de I'algorithme Free Fem++, ainsi que du théoréme
de Lax-Milgram, qui est un outil fondamental dans la résolution des PDE elliptiques.

Mots-clés:  Théoréme de Lax-Milgram/Equations aux  dérivées partielles
elliptiques/Fem++ gratuit.
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1. Introduccion

En esta investigacion realizada, planteamos una aproximacion para la solucién numérica
de la ecuacidn diferencial parcial de transferencia de calor no estacionario con fuente
interna de calor usando método de diferencias finitas. EI problema del modelo se plantea
de la siguiente manera:

V-(kVu)—qu, =—f M
QcR?, ueHY(Q)y k,qel”(Q)

donde Q c R?es un dominio de la ecuacion diferencial parcial eliptica. La ecuacion (1)
es la version de la ecuacion diferencial parcial de transferencia de calor no estacionario
con fuente interna de calor ademas se considerd un problema bidimensional y emple6 el
método de diferencias finitas para resolver el problema. Aunque la mayor parte del
estudio se vinculara con la existencia y unicidad de la solucién de un problema del tipo
bidimensional. Hay que mencionar que la solucion numérica del problema planteado por
el método de diferencias finitas usando el algoritmo de Free Fem++ a desarrollar tiene
una escasa literatura, pero pese a ello se desarrollara un ejemplo muy ilustrativo al usar
el algoritmo de Free Fem++ que ayudara a la comprensién de este tipo de estudios.

2. Material y métodos
Distribuciones

Se utilizard nociones o tdpicos importantes que nos ayudaran a entender mejor el analisis
de las ecuaciones diferenciales elipticas que estamos estudiando, como la teoria de
distribuciones o funciones generalizadas de L.Schwartz, asi como el conocimiento de las
distribuciones regulares, también la teoria de distribucién y el conocimiento de la
formulacién variacional.

Definicion: Deacuerdo a Kolmogorov y Fomin (1970, p.208) mencionaron “una
distribucion en Q es cualquier aplicacion T :D(2) — R el cual cumple las siguientes
condiciones:

1) Lineal

2) Secuencialmente continua”

Dentro del espacio de Sobolev se distingue dos tipos de distribuciones llamadas las
distribuciones regulares y las singulares.

Espacios de Sobolev W """ (Q)

Como parte del analisis que se va hacer se necesita ciertos conocimientos como los
espacios en los cuales trabajaremos y la esencia del problema a resolver, veremos a

continuacién la definiciéon del espacio de Sobolev asi como los subespacios H*(Q);

utilizaremos algunas reglas algebraicas para la gradiente, ademas veremos la definicion
de las formas bilineales H-elipticas.
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Definicion: Yosida (1980, p.55) afirma “los espacios de Sobolev se definen de la

siguiente manera. Sea Q — R”*un conjunto abierto, k>1un entero positivo y
p €[1,00 >. se define.

WP ={f e L’(Q): D“f existey pertenecea L’ (Q),V|a|<k}

Para 1< p <o lanorma || ' “k,p es definida de la siguiente manera

1
p
||f||k,p=[j > |Daf|de] "

0 0<lal<k

Definicién: De acuerdo a Ferragut y Asensio (2007, p.29) afirma “para el caso particular
cuando p=2, definimos el espacio de Sobolev de orden k en Q con k >1, al espacio:

H*(Q)=W*?
Tal que
H(Q)={f e *(Q):D*f € (Q),V | x |<k}
Donde la norma asociada es:

[ [ >, Ip“f ] Lz)l

0<|a|<m

Ademés, comentamos que en el espacio W (Q) se usa la siguiente seminorma estandar,

que conjuntamente con la desigualdad de Poincaré nos ayudard a poder acotar ciertas
expresiones y poder demostrar la coercividad de cierta funciones que mas adelante se
observara.

1Up 1Up
|f|k,p—(j Zk|D“f|dxj —(zknDafnz]
Observacion si k=0 entonces t:r);ldremos que: .
H°(Q) ={f e *(Q):D°f e L*(QY),V | a|<k}=L*(QY)
Problema principal para resolver: La ecuacion diferencial parcial a resolver es la

ecuacién diferencial parcial de transferencia de calor no estacionario con fuente interna
de calor, viene modelada por:

V-(kVu)-qu, =—f
QcR*, ueH(Q)yk,qel”(Q)
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3. Resultados

Teorema (EDP del modelo no estacionario con fuente interna). — Sea Q un abiertoy
acotado de R®. Supongamos que f,g,,d, € L*(Q2) y que g,k € L”(€2) con k >C;,

C.eR", >0 ademés g, =c, CeR y ue H'(Q) tales que:

V(kvu)-qu, =-f, (X, y,t) e Qx(0,T)
u(x,y,0) =uy,(x,y), (x,y)eQ

3.1) ux,y,t) =g,(xy), (x,y,t)el’'x,x(0,T)
ou(x,y,t)

o - %(0Y), (y.)elyx(0.T)
n

Entonces existen Unicas U;,U,,...,Uy soluciones aproximadas de la formulacion
variacional de (3.1).

En efecto:

Para el estudio de la resolucion de la ecuacién diferencial parcial de transferencia de calor
no estacionario con fuente interna de calor usaremos el siguiente modelo.

V(kVu)—-qu, =—f, (X,y,t) e Qx(0,T)
u(x, y,0)=us(x,y), (x,y)eQ
u(x, y,t) =g,(x,y), (x,y,t)el’;x(0,T)

w%(x, Y. (xy.) el x(0.T)
n

Donde Q es un abierto acotado en R* con g,(X, Y) =¢; ¢ € R con dominio de la forma
Q=r,ul, y qkel”(Q)={u:QcR?>—->R/sup|u(X,Yy)|< o},

ademas q(x,y) >0 y k(x,y)>C, con C, € R" condiciones necesarias que ayudaran

a comprobar la coercividad de la forma bilineal que se formara luego de la formulacién
variacional de la ecuacién diferencial parcial eliptica.

Sea Ve H', luego procedemos a hallar la formulacién variacional de la ecuacién
diferencial parcial eliptico del siguiente modo:

(32) [IVKvuMQ- [ quvdQ = fvd©
Q Q

Q

- - -’ - . - - - $
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Luego aplicando las propiedades del gradiente en la primera parte de la expresion (3.2)
tenemos:

j[(Vk)(Vu)+kv Q- jqude j fvdQ

j [(VK)(Vu) + kAuvd Q- j quvdQ = j fvdQ

(3.3) j (VK)(Vu)vdQ + j k(Au)VdQ—Iqutde:—j fudQ

Luego aplicando Teorema de Green en la segunda parte de la expresion (3.3) tenemos:
j k(Au)VdQ = j(Au)(kv)dQ —I(Vu)(Vkv)dQ j (—)(kv)dF

j k(AuVAQ = .[(Au)(kv)dQ —j(Vu)(Vkv)dmj (= )(kv)dF j (—)(kv)dF

j k(AuNVdQ = j (Au)(kv)dQ = —j (Vu)(Vkv)dQ + j (=2 )(kv)dF+ j g,(kv)dr

Como §; esuna funcion constante tenemos que su derivada en la direccion de la normal
es cero, por tanto, se reduce la expresion anterior:

J.k(Au)de —j (VU)(Vkv)dQ + j g,(kv)dT

Iy

j k(AU)VAQ = j (VU)[(VK)V +k(VV)]dQ+ j g, (kv)dr

Q Ty

(3.4) j K(AUNVIQ = — j (VU)(VK)VdQ - j K(Vu)(VV)dQ + j g,(kv)dr"

Q Q Iy

Combinando (3.3) y (3.4) se obtiene:

j (VK)(Vu)vdQ — j (Vu)(VK)vdQ — j k(Vu)(VV)dQ + j g, (kv)dT - j quvdQ = —j fvdQ
—jk(vU)(vV)dQ+ j gz(kv)dl“—_[qutde:—j fudQ
—Ik(Vu)(Vv)dQ—Jqutde:—I fud Q — j g, (kv)dT

(3.5) [k(Vu)(Vv)dQ+ [quvdQ = [ fvdQ+ [ g kvdT
Q Q Q r
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Donde:
By = [K(Vu)(VW)dQ+ [ quvdQ
Q Q

Fo = | MdQ+ [ gkvdl
Q

Iy

Ahora faltaria probar que se cumplan las condiciones para la forma bilineal “B” y el
funcional “F” y asi garantizar la existencia y unicidad de la solucion de la formulacion
variacional.

Ahora veamos la parte numérica de la formulacion variacional y poder implementarla en
el programa de Free Fem++, para ello haremos la discretizacion del tiempo, comenzamos

tomando una particion en (0, T) tal que se cumpla lo siguiente: 0=t, <t <..<t =T

; Luego utilizando las diferencias finitas con h= % >0 y para t =1, tenemos que:

U(X, y’tl) _U(X’ yltl - h) _ U(X’ yltl) _U(X1 y,O)
h h

ut(X’ y’tl) =

Pues como t, =0 y como sabemos t, —t, =h portanto t, —h =0 en general para
el analisis de los demas casos, cuando se tome t =1, usaremos la siguiente expresion 3 3
t—t,=t, -t =...=t,—t,, =h ademas denotaremos a condicion inicial de la
siguiente forma u(X,y,0)=u,(X,y), por otro lado para los célculos posteriores
denotaremos  f,(x,)=f(xyt),  wxY)=u(xyt), Y =VXYL),
(X y)=a(x,y,t)) y k(x,¥) =k(x,V,t,) luego reemplazando las nuevas notaciones en
la formulacion variacional (3.5):

U (X, Y) —Ug (X, Y)
h

[0V Y)YV, (V)R + [y (x,Y) v, (%, Y)AQ = [ 1,06 YV, (x, y)Q

+ [ 9,06 y)k, (%, ), (%, y)dT

Iy

[l 06 V)MV, 06 Y)W 0 YA+ [ ay (6 V)T, (%, Y) =Ug (%, V)V (%, Y)AQ = [hf, (x, V)V, (x, Y)dQ

+ [ g, (6 Yk, (%, V)V, (%, y)dT

Iy

[ bk, O, Y)VU, (%, VIV (6 YA+ [, (6, y)u, (%, V)V, (6, Y)AQ = [ 6, (%, Y)ug (X, YV, (X, Y)AQ = [ hf, (%, ), (x, y)dQ

+I hg, (X, )k, (X, y)v,(x, y)dT

- - -’ - . - - - $
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[ Bk, 06, VIV UL (%, V)V, (%, Y+ [ 0 (%, Y)uy 06 Y)V (%, Y)AQ = [hf (6, y)v, (%, Y)AQ+ [ 6,06 y)Us (%, Y)V, (x, Y)AQ

+ [ hg, (x, Yk, (%, y)vy (x, y)dT

Iy

(3.6)
J Ik, 06 IV UL (%, Y)YV (6 ) + 0 0% Y)Uy 06 YV (%, Y)Y Q= [TE, (%, y) + 6, 0, Y)U (X, V)1V (%, Y)dQ

+ [ g, (x, Yk, (%, y)V; (x, y)dT

Definamos la siguiente funcion (X, y)=(hf,+qu,)(X,y); luego a partir de (3.6)
tenemos la siguiente expresion:

a(u,vy) =w(v,)
Donde:

(3.7) a(u,v,) = J‘[hkNule1 +0,u,v, JdQ
Q
w(v) = _[l//lvldQ + I hg,kv,dI
Q Ty

Para el caso de Uj,V; | hasta el momento hemos conseguido las expresiones necesarias
para poder probar la linealidad de la funcional ¥ , la bilinealidad de la forma bilineal “

a”, también la continuidad y coercividad de “ @™ y asi poder utilizar el Teorema de
Lax-Milgram generalizado para garantizar la existencia y unicidad de la solucién de la
formulacién variacional.

Afirmacion 1: Para el caso de Uy, V; probaremos que “¥ ” es acotado y lineal.

En efecto:

Tomemos w, € L* , usando la desigualdad de Schwartz (o Hoélder) y dado que

g,k € L*(Q) ={u: Q<= R?> - R/sup|u(X, y)|< oo} tenemos que existe un

nimero C, >0 tal que |k(XY)I<C, y |g(xy)I<C, ademas como

f e ?(Q)={u:QcR* - R/umedible A I| u(x, y) |*< oo} se garantiza que la norma
Q

de « f ” esta acotado superiormente también, luego:

|y () I=| [ (0f, + quov,d Q@+ [ hg kv, dT| <[+ g e 11V [l + g,k L v,
Q Ty
= (” hf, ”Lz + || gy, ”Lz +]/ hg,k, ”) I\ ”Lz

) 1 (10, Tl -+ 1 T+ e )11, 1< (10T, e € g

+C, [ hg, )1V, |l -
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ly (W) IEC, [V, [l < Cy [TV I
Donde:

C, =1l Il +C, (IIu, Il +1hg, 1)
[y () <G NIVl

Afirmacion 2: Para el caso de Uy, V; probaremos que “a ” es bilineal.
En efecto:

Tomemos u,u’,ve H'(Q);n,m e R y probemos que se cumpla la bilinealidad:
Luego:
a(nu+mu',v) = j d, (nu+mu)v+khV(nu+mu ')Vv]dQ

Q

[
a(nu+mu',v) = _[[qlnuv +0,mu'v+kh(V(nu) + V(mu)widQ
a(nu+mu',v) = T[qlnuv +0,mu'v+khv(nu)Vv+khv(mu)vwidQ
a(nu+mu',v) = T[nqluv +nk,hVuvv +mau'v+mkhvu'wwidQ

o

a(nu+mu',v) = j[n(qluv +khVuvv) +m(gu'v+khvu'vw) [dQ
Q

a(nu+mu',v) = nj (quv+khvuvw)dQ+m _[ (qu'v+khvu'vw)dQ
Q Q

a(nu+mu',v) =na(u,v)+ma(u',v)

Por tanto, tenemos probado la linealidad en la primera componente de la forma bilineal “
a ” luego la linealidad en la segunda componente es demostrada en forma analoga.

Afirmacion 3: Para el caso de U;,V; probaremos que “ @ ” es acotado.
En efecto:

Sean U,V € Hl(Q) , luego en (3.7) tomamos la norma y asi tenemos la siguiente
expresion:
|a(uy,v) < [l gy, +hk v, vy, (O
Q

|a(u, ) < [1quy, | dQ+ [k Vu vy, | dQ
Q Q

Luego asi como en la  afirmacion 1, sabemos qué  como
k, g eLl”(Q)={u:QcR*—>R/sup|u(X,y)|<o}, tenemos que estan acotados
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superiormente en €, entonces existe C, >0 tal que |k (X, ¥)[£C, y |g(x,y)|[<C,
luego aplicando la desigualdad de Schwartz tenemos la siguiente desigualdad:

|a(uy,v,) I< [l auy, | dQ+ [k vu, vy, [ dQ < fll g, Il uy, [dQ+ [T h [k, [I| Vo vy, [ dQ
Q Q Q Q
(3.8) |a(uy, ) [€C, [luy, [dQ+C, | Vu, vy, [dQ
Q Q
donde C, 5 h|C,.

Por otro lado, de la definicion de semi norma tenemos que:
v2

1/2
2 2 2 1/2
||u||1,zs(j|w|d9j s[j|u|dsz+j|w|dczj =(Ilull, +lIVull.)
Q Q Q

(3.9) [ull,<llufl,:

Luego, analizaremos la segunda integral de la desigualdad (3.8) para luego usar la
desigualdad de Hdélder juntamente con la definicién de semi norma y la desigualdad en
(3.9), es asi como tenemos la siguiente expresion:

(3.10) jl Vulvvl | dQ S” Vul ”,_2” vvl ”,_2 :l U, |1,2| Vi |1,2£” U, ||H1|| vi ”Hl
Q

Luego de (3.8) y (3.10) se obtiene la siguiente desigualdad:

| a(uy, Vi) [<Cy [y fl v [l +Co Uy [V,
| auy,vy) [<Cy [ ug el lle +Cs lTug gl
|auy, Vi) [< Cy fluy {1Vl
donde C, =C, +C;,.

Por tanto, tenemos probado que “ @ ” es acotado.

- -7 [13 2 1 1
Afirmacion 4: Para el caso de Uy, V; probaremos que “ @ ” es coersivaen H™ (Q).

En efecto:

Tomemos la forma bilineal “ @ ” en (3.7), luego usando la desigualdad de Poincaré y

también usando las condiciones de “q” y “k”, tenemos lo siguiente:
Primero sabemos que:

a(u,v,) = j[hkNqu1 +0,u,v, 100
Q

luego de lo anterior tenemos que:
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a(u,, u,) = [ [ou,” +hk, | Vu, F1o > [hk, | Vu, PoQ
Q Q

def

(3.11) a(u;,u,) = h[k, | vy, [ Q= hC, [ Vu, [f6Q = hC, |u, [},
Q Q

Por otro lado, de la desigualdad de Poincaré formemos una desigualdad el cual
utilizaremos, para ello sea u € H*(Q) tal que:

lull.<Cp [IVull.
[ull: +lIVull.<C lIVull. + ]I Vull.
lull.<(C, +DlIVull.

(3.12) Jull,<(C,+D]ul,
con C, >0,

Luego continuando de (3.11) y (3.12) resulta que:

hC ) )
a(ul’ul) Z th |u1 |1,222 —52 ” U ” le M ” U ” Hl
(C,+1)
a(u,u) =M lu |,
Donde M :L"2
C,+)

Luego tenemos probado que “ @ es coersiva en H'(Q2). Por tanto, por el teorema de
Lax-Milgram podemos garantizar la existencia y unicidad de la solucion u, de la
formulacion variacional.

Continuando con la discretizacion del tiempo para el caso de t =1, se prueba que se
cumplan las condiciones necesarias para poder aplicar el teorema de Lax-Milgram
garantizar la existencia y unicidad de la solucién U, de la formulacion variacional. Por
lo tanto, realizando el mismo procedimiento se puede hallar de forma reiterativa

U;,U,,U,,...,Uy soluciones aproximadas de la formulacion variacional.

- - -’ - . - - - $
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4. Discusion: Aplicacion del método estudiado usando algoritmo de Free Fem++ de
un problema de contorno bidimensional

Supongamos se tiene un cuarto de habitacion en 3D cuya forma es de “L” y en uno de sus
lados se ubica una fuente interna de calor que podria ser una chimenea o una estufa
ubicado en uno de los lados del cuarto, se desea hacer la simulacion del flujo de calor
sobre el plano generado por la interseccion del corte transversal paralelo al plano XY y
el cuarto de habitacién en 3D cuya forma es de “L”. Ademas, la conductividad termina
que usaremos sera de k=0.023 W/m°C pues se hara la simulaciéon en un medio que sera
el aire.

Archivo: Difusion.edp

load "iovtk"

int C1=10;

real k=0.023;

real q=0.01;

real[int] colorhsv=[
4./6.,1,0.5,

4./6.,1,1,

05,1,1,

1./3.1, 1,

1./6.,1,1,

0,11

I;

border a(t=0,1){x=4*t;y=0;};
border b(t=0,1){x=4;y=t;};
border c(t=0,1){x=4-t;y=1;};
border circul(t=1.5*pi,pi){x=3+cos(t);y=2+sin(t);};
border e(t=0,1){x=2;y=2+t;};
border fO(t=0,1){x=2;y=3+t;};
border g(t=0,2){x=2-t;y=4;},
border h(t=0,4){x=0;y=4-t;};
border circu(t=0,2*pi){x=1+0.1*cos(t);y=3+0.1*sin(t);};
int n=10;

/IGeneracion de la malla:

mesh ~ Mesh= buildmesh  (a(7*n)+b(2*n)+c(2*n)+circul(2*n)+e(2*n)+f0(2*n)+
g(5*n)+h(7*n)+circu(-10*n));

plot (Mesh, wait=true,cmm="Malla");

real dt=0.1;

real t=0;

fespace SpaceP1(Mesh,P2);

SpaceP1 u,v,u0,f,g1,02;

/[Formulacion variacional:

problem diffuse(u,v)=int2d(Mesh)(dt*k*(dx(u)*dx(v)+dy(u)*dy(v))+g*u*v)-
int2d(Mesh)(dt*f*v+q*u0*v)-intld(Mesh,circu)(dt*g2*k*v)
+on(a,b,c,circul,e,f0,g,h,u=18)

+on(circu,u=60);

u0=18;
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for(int m=0; m<=3/dt; m++)
{
f=exp(t) ;//sin(x)
diffuse;
/Iplot (u,wait=0,value=1,fill=1,hsv=colorhsv);
plot (uwait=0,cmm="t="+t +", min=" + u[l.min + ", max=" + u[].max,
value=0,fill=1,hsv=colorhsv);
t=t+dt;
}
plot (u, dim=3, wait=1, value=true, hsv=colorhsv, fill=true,cmm="Modelo de
transferencia de calor no estacionario con fuente interna™);

Figura N°1: Malla generada con difusion.edp

Fuente: elaboracién propia

Figura N°2. Solucion obtenida de la Figura N°3. Solucién obtenida de la
EDP para t=0.0 EDP para t=0.5

1=0, min=18, max=60 1=0.5, min=18, max=60

©

Q

Fuente: elaboracidn propia Fuente: elaboracién propia
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Figura N°4: Solucién obtenida de la EDP  Figura N°5: Solucién obtenida de la EDP
para t=1.0 para t=1.5

=1, min=18, max=60 t=1.5, min=18, max=60

Fuente: elaboracion propia Fuente: elaboracion propia

Figura N°6: Solucién obtenida de la EDP  Figura N°7: Solucién obtenida de la EDP
parat=2.0 para t=2.5

t=2, min=18, max=74.7049 1=2.5, min=18, max=111.172

40

Fuente: elaboracién propia Fuente: elaboracién propia

Figura N°8: Solucion obtenida de la EDP  Figura N°9: Solucién obtenida de la EDP
para t=3.0 en 3D

=3, min=18, max=171.325

[ {z62d

Fuente: elaboracién propia Fuente: elaboracidn propia
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5. Conclusiones

Se determina y aplica la solucion numérica de una ecuacion diferencial parcial de
transferencia de calor no estacionario con fuente interna de calor empleando el método
de diferencias finitas con el programa Free Fem++ ademas se presenta el algoritmo que
realiza la simulacion de un fenémeno descrito por la ecuacion diferencial parcial eliptica.
6. Recomendaciones

Se recomienda para un mejor andlisis y optimizacién de las soluciones utilizar el
programa Gmsh y programa de FreeCad que son herramientas que ayudaran a poder
mostrar las mallas y generarlas de maneras mas eficientes y reales.
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