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Resumen: Estudiar la estabilidad exponencial de la solucion del sistema lineal acoplado
de la ecuacion de onda con término disipativo. En cuanto a la metodologia la
investigacion fue de enfoque cuantitativo, disefio no experimental, de tipo basica,
retrospectiva. Usando la teoria de semigrupos, se estudié la existencia y unicidad de
solucion para un sistema lineal acoplado de ecuaciones de la onda, afectado por un
término disipativo y el comportamiento asintotico de la energia asociada al sistema. Se
demuestra que la disipacién dada por el término disipativo es lo suficientemente fuerte
para producir estabilidad exponencial del semigrupo asociado al sistema. El estudio de
este sistema es base fundamental para el entendimiento de fendmenos en las areas de
acustica, optica, electromagnetismo y mecanica cuantica.

Palabras claves: Sistema disipativo/ Existencia Unica de soluciones/ Estabilidad
exponencial/ Teoria de semigrupos/ Comportamiento asintotico.

Revista de Investigacion Multidisciplinaria émmm


mailto:vtarazonam@unmsm.edu.pe
mailto:paulo.olivares@unmsm.edu.pe
mailto:miky.ortiz@gmail.com
mailto:zhuamang@unmsm.edu.pe

‘\
!CTS CAFE nuous

Volumen V- N° 13 Marzo 2021 http://www.ctscafe.pe ISSN N°2521-8093

Abstrac: To study the exponential stability of the solution of the coupled linear system
of the wave equation with dissipative term. Regarding the methodology, the research
was of a quantitative approach, non-experimental design, basic, retrospective. Using the
theory of semigroups, the existence and uniqueness of solution for a coupled linear
system of wave equations was studied, affected by a dissipative term and the asymptotic
behavior of the energy associated with the system. It is shown that the dissipation given
by the dissipative term is strong enough to produce exponential stability of the
semigroup associated with the system. The study of this system is a fundamental basis
for the understanding of phenomena in the areas of acoustics, optics, electromagnetism
and gquantum mechanics.

Keywords: Dissipative system / Unique existence of solutions / Exponential stability /
Theory of semigroups / Asymptotic behavior

Resumé: étudier la stabilité exponentielle de la solution du systeme linéaire couplé de
I'équation d'onde a terme dissipatif. En ce qui concerne la méthodologie, la recherche
était d'une approche quantitative, non expérimentale, de base, rétrospective. En utilisant
la théorie des semi-groupes, l'existence et l'unicité de la solution pour un systeme
linéaire couplé d'équations d'ondes a été étudiée, affectée par un terme dissipatif et le
comportement asymptotique de I'énergie associée au systeme. On montre que la
dissipation donnée par le terme dissipatif est suffisamment forte pour produire une
stabilité exponentielle du semi-groupe associé au systeme. L'étude de ce systéme est une
base fondamentale pour la compréhension des phénomenes dans les domaines de
I'acoustique, de I'optique, de I'électromagnétisme et de la mécanique quantique.

Mots-clés: Systeme dissipatif / Existence unique de solutions / Stabilité exponentielle /
Théorie des semi-groupes / Comportement asymptotique.

1. Introduccioén

Sistemas acoplados disipativos de ecuaciones de la onda han sido estudiados por varios
autores y muchos resultados de existencia, comportamiento asint6tico y observabilidad
fueron demostrados. El estudio del comportamiento asintotico de sistemas disipativos es
una rama fértil para la investigacion en Ecuaciones Diferenciales Parciales. Para obtener
este comportamiento, se han introducido diferentes tipos de mecanismos de disipacion
para estabilizar las oscilaciones. Con ese proposito, A. Haraux y E. Zuazua (1998)
estudian la ecuacion de onda del tipo Kirchoff con término disipativo de tipo friccional,
usando la técnica de multiplicadores demostraron que la solucién cuando ésta exista
decae exponencialmente para cero. Por otro lado, Kormonif y Rao (1997) estudian un
sistema lineal de dos ecuaciones de onda compactamente acoplada con damping
friccional en la frontera de ambas ecuaciones, demuestran la existencia, la regularidad y
estabilidad de las soluciones correspondientes.

Un sistema acoplado similar con damping friccional en la frontera actuando en una de
las ecuaciones, es estudiado por Alabau (1999), demuestra el decaimiento polinomial de
las soluciones fuertes cuando la velocidad de propagacion de ambas ecuaciones es la
misma. Otros sistemas acoplados con damping interno o con otro tipo de acoplamiento
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puede ser encontrado en Alabau, Canarsa y Kormonif (2002), Beyrath (2001-2004) y
por ultimo en Raposo, Bastos (2009).

El estudio realizado por Messaoudi y Tatar (2008), demuestran que el resultado de
decaimiento uniforme puede ser obtenido con condiciones mas débiles que los de
Santos (2002). El resultado encontrado por Willer (1994) fue mejorado por Liu (2010),
el demostro que, para cierta clase de funciones de relajacion y ciertos datos iniciales, la
solucion de la energia decae con tasa semejante al decaimiento de la funcion de
relajacion, que no es necesariamente un decaimiento de forma polinomial o
exponencial. El trabajo realizado por J. Mufioz (1992), estudia el sistema termoelastico,
esto se da cuando hay un cambio de temperatura entre el material y el medio ambiente.
Mientras tanto, C. Raposo (2005) estudia el sistema acoplado de ondas conocido como
vigas de Timoshenko, utilizé la disipacion dada por la friccion actuando en ambas
ecuaciones y mostro que el sistema posee estabilidad exponencial.

El objetivo principal de la investigacion es estudiar la estabilidad exponencial de la
solucidn del sistema lineal acoplado de la ecuacién de onda con término disipativo dado
por:

Uy —Uy, =(v—u)+(v—u),, en (0,L)x(0,+wo)

Vg =V =(U=V)+(u=v),, en (0,L)x(0,+wx)

Con condiciones iniciales

u(x,0)=uy(x); v(x0)=v,(x); xe(0,L)

Y con condiciones frontera

u(0,t)=u(L,t)=0; v(0,t)=v(L,t)=0; t>0

Donde u=u(x,t) y v=v(x,t)representan los desplazamientos transversales de la
membrana.

t

2. Material y métodos

El estudio se tratd de una investigacion de enfoque cuantitativo, tipo basico, disefio no
experimental, de nivel descriptivo.

En relacion a las técnicas e instrumentos de recoleccion de datos se utilizé la técnica de
analisis documental usando como instrumento fichas bibliograficas y anélisis de
contenido. En el sistema dado, encontramos la energia asociada al sistema, el espacio
de fase y la norma, para luego expresar el sistema dado en un problema abstracto de
Cauchy, empleando la teoria de semigrupos, como el Teorema de Lummer Phillips y
Pruss. La unidad de andlisis fue una solucion del sistema dado, la cual decae
exponencialmente. El universo donde estan ubicados las soluciones del  sistema dado

son los espacios de Hilbert y la estabilidad de la solucion se verifica en [0, +oo> .
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3. Resultados

En este trabajo se considera el problema para el siguiente sistema lineal disipativo,
Uy —Uy =(V—u)+(v—u),, en (0,L)x(0,+o0) (1.1)
Vg =V =(U=V)+(u=v),, en (0,L)x(0,+0) (1.2)
Con condiciones iniciales

u(x,0)=u,(x); xe(0,L) (1.3)
v(x,0)=v,(x); xe(0,L) (1.4)
Y condiciones frontera

u(0,t)=u(L,t)=0; t=0 (1.5)
v(0,t)=v(L,t)=0; t>0 (1.6)

Existencia y Unicidad

Para resolver este problema usaremos la teoria de semigrupos. Para ello, expresamos el
sistema (1.1) — (1.6) en un problema de Cauchy abstracto

u)
i YO (L.7)
U(0)=U,

Donde A:D(A)cH — H es un operador lineal en el espacio de Hilbert H . Para

garantizar la existencia y unicidad de la solucién del problema (1.7) se empleo el
corolario del Teorema de Lummer Phillips.

Probamos que A es un generador infinitesimal de un semigrupo {S(t)}tZO de clase C,.
Para ello demostramos que A es un operador disipativo y 0€ p(A), donde p(A) esel

resolvente del operador A.
En primer lugar, encontramos la energia asociada al sistema (1.1) - (1.6), dado por

1d
ga{llutllz o A N Y e TR e T (1.8)
Donde la energia es, E(t) = %(”Ut ”2 +||Vt||2 +||Ux||2 +||Vx||2 +u —v||2) (L9)

Luego de (1.8) y (1.9) se obtiene: %E(t) <0, esdecir E(t) es decreciente.

De (1.9) y de la condicién de frontera (1.5) — (1.6) se sigue que el espacio de fase es
H=H;xL*(0,L)xHyxL*(0,L).
Luego a partir de (1.9) se define la norma en el espacio de fase H por,

OFF =N uevv ) =l P+l v @.10)
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Ahora el sistema inicial (1.1) — (1.6) lo expresamos como un problema de Cauchy
abstractoen H .

Haciendo u, =w, v, =r, en el sistema (1.1) — (1.2) obtenemos:
u, =0u+w+0v+0r

2

W, =— —U-W+V+Tr
OX

V, =0u+0w+0v+r
2y
L=U+W+——V—r
OX

Asi tenemos,
U, 0 I 0 0)\(u
W, o2—1 -~ I I || w
vi| o o o 1v
I I I &2—1 —I)\r
Ademas,

T

(UO wE) v(O) r(©) =(u W Vv, 1)
Luego se tiene el problema de Cauchy abstracto,

d
FUO=AU0

(1.11)
U (0)=U,
Donde,
u 0 I 0 0
w o2-1 -1 1
U(t)= N e (1.12)
r | | 2—1 -l

Ahora definimos el operador lineal A por,
A:D(A)cH —H ,donde H=H}xL2xH}xL?.
y D(A) ={U eH:AU eH }es el dominio, definido por :
D(A) =(Hs MH?)x Hyx(H NH?)x H
El cual esdensoen H .

De otro lado, a partir de la energia del sistema obtenido en (1.9), se define el producto
interno en el espacio de fase H , dado por

(U,U,) =iuiudeJrJL.\/vlwzdijTvivdeJrJL.rlrdeJrj(ul—vl)(u2 -V )dx  (1.13)
0 0 0 0 0
Donde U, :(ui woov r‘)T ,parai=1,2.

Luego con este producto interno, el espacio H es un espacio de Hilbert.
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Para garantizar la existencia y unicidad de solucion del problema abstracto de Cauchy
(1.11) verificaremos las hipdtesis del corolario del teorema de Lummer Phillips, esto es:

A es un operador disipativoy 0 € p(A).

AFIRMACION 1: El operador A es disipativo
Probaremos que (AU,U), <0, VU e D(A).

En efecto, empleando la definicion de producto interno en (1.13) y simplificando
obtenemos:

L L L L L L
(AU,U) I dx+J.uxxwdx+J.rxvxdx+J'vXerx+2J. rwdx —J.WZdX—J.rde
0 0 0 0 0
Integrando por partes y usando la condicion de frontera se obtiene,
(AUU), =—|r—w|’ (1.14)
Estoes, (AU,U), <0, VU e D(A).

AFIRMACION 2: O p(A)

Debemos probar que el operador A™ e L(H), es decir, para cada F e H existe un tnico
U eD(A) talque AU =F (1.15)

Enefecto, para F=(f, f, f, f,)  yU=(u u v v,) reemplazandoen
(1.15), tenemos:

ut fl
U,—u—-u,+v+yv, f,
= (1.15)
Vt f3
U+u, +V,, —V-V, f,
Luego obtenemos:
u, =f, e H;(O,L) (1.16)
u, —u-u +v+v, = f, e L*(0,L) (1.17)
v, = f, e H;(O,L) (1.18)
u+u, +v, —v-v, = f, e L*(0,L) (1.19)
Luego el sistema se reduce a,
U, —u—-u+v+y, = f, (1.20)
u+u, +v, —v-v, = f, (1.21)

Sumando (1.20) y (1.21); luego multiplicando por 2 en (1.19) y sumando con (1.17) y
(1.18) se obtiene respectivamente:
Uy, +V, =f,+f, (1.22)
u+u, —v+2v, =2f, +f,+f,— f (1.23)
Ademas de la condicion frontera (1.5) — (1.6) se tiene:
u(0,t)=u(L,t)=0, vt=0

v(0,t)=v(L,t)=0 (1.24)
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De la condicion frontera (1.24) se observa que ue H:(0,L) y ve H;(0,L), luego se
define un nuevo espacio dado por: V = H;(0, L) x HZ(0, L) (1.25)

Elegimos una norma para este espacio V , a partir de la norma de la energia (1.10),
haciendo u, =v, =0, se define:

(u
v

\v
Luego se tiene el producto interno,

<m :J/]>V - I uxuxd“i v,V dx +I(u ~v)(u-v)dx

Asi el espacio V , provisto del producto interno dado es un espacio de Hilbert.
A partir de (1.22) y (1.23) se define el operador T por:

L L u

T(U]:J‘( f, + f,)udx+ [(2f, + f, + f,— f, )vdx, v(vj eV (1.27)
v 0 0

Ahora probaremos que T es lineal y acotada.

En efecto, primero veremos que T es lineal y luego probaremos que T es acotado:

Sea (%jev , (V’lJev
?, v,

. T es lineal: es inmediato.
. Ahora probamos que T es acotado:

u
{8
v
< (ol + Tl + 20 e 0ol 1 ol DIV (2.28)
Usando la desigualdad de Poincare tenemos,

u
T [VJ < (ol # TNl +2C, (1]l +Tele +1 ol + )0 V]

<[[Ffljull +2¢, [FjM
<C[[Ffllullz +Ivl.)
<G, |Fll(Jull: + M)

g

De otro lado comoT € L(V) =V * (dual de V), entonces del Teorema de representacion

2L 2 L

L
= J.|ux| dx+_|.|vx|2 dx +_[|u —v[ dx (1.26)
0 0 0

L L
s“fz + f4||u|dx+J'|2f4 +f,+ f,— f,[|vidx
0 0

<C (1.29)

de Riesz, existe un Unico elemento [q)j eV tal que:

7

LCI) ) o

Asi de la definicion dado en (1.24) se sigue,

Revista de Investigacion Multidisciplinaria émcm
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T(“j=qu¢xdx+fvxwxdx+f(u—v)(q)—l//)dx (1.31)
Luego de (1 26) y (1. 31) tenemos,
ju dx+jv dx+j(u V)(p—y)dx = j(f + f,)udx +j(2f +f,+f,— f)vdx  (1.32)

Tomando v=0en (1.32) obtenemaos,
L L L
j U, ¢, 0X + j (@ —y)udx = j (f, + f,)udx
0 0 0
Luego integrando por partes y factorizando se obtiene,

L L L
_J.U(Dxxdx +I ((P—W)de—j(fz + f4)UdX =0
0 0 0

L
Asf tenemos, j [(p—y)— @, —(f,+ f,)]udx=0  (1.33)
0

En (1.33) aplicando el Teorema de Du Bois-Raymond tenemos,
o-v—-o,—(f,+f,)=0 ct.pen <0, L>
—>o-y—p,=(f,+f,)e L*(0,L)

—->@pecH?*0,L) (1.34)

Ahora tomamos u=0en (1.31) y se obtiene,

L L L

j v, X — j (p—y)vdx = j 2f, + f,+ f,— f,)vdx 35
0 0 0

Luego, integrando por partes y factorizando obtenemos,
L
[[—p-w,)-@f,+ f,+ f,— f)]vix=0
0

— Aplicando el Teorema de Du Bois Raymond tenemos,
v—p-y,—(2f,+f,+f,—f)=0 ct.pen (O,L).

—y—-p—y, =2f,+f,+f,—f)el’O,L)
—w eH?(O,L) (1.35)
De (1.34) y (1.35) se sigue,

peH?*0,L)c L?(0,L)

w eH?*(0,L) < ?(0,L)
Ademas se demuestra que A es un operador lineal y acotado.
Por lo tanto, 0 e p(A).

Por el corolario al Teorema de Lummer Phillips obtenemos que A es un generador
infinitesimal de un semigrupo S(t) de contracciones de clase C, .
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Esto significa que el problema de Cauchy abstracto en el espacio de Hilbert,
VO _aug
dt
U (0)=U,
admite una Unica soluciéon de la forma U (t) = S(t)U,, donde U, € D(A).
Como D(A) =(Hs "H?)xH  x (H; nL*)x H; entonces
ue C([O, +oo), D(A) mCl([O, +oo), H) donde H =H;xL*xHIxL*.

Estabilidad Exponencial

A continuacion, deseamos saber si la solucion del problema disipativo (1.1) — (1.6) es
exponencialmente estable. Para ello usamos el Teorema de Pruss.

Teorema 1 (Teorema de Pruss)
Sea un generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones de clase. Diremos que
es exponencialmente estable, si y solo si:

(i) iR p (A)
(i) 3C >0,vA >0 tal que H(u ~A)

1

<C.

Demostracion:

(i) Probamos por el absurdo. Supongamos que existe un autovalor imaginario
i4 del operador A, luego existe un vector propio,
W =0 tal que AW =iAW (1.36)

En (1.36) tomando el producto internocon W =(u w v z)T e D(A) se
obtiene,

(AW, W) =i2 W]} (1.37)
Aplicando la parte real en (1.37) y de (1.14) tenemos,
—|w-z[}, =0 >w-z=0—>w=z  (1.38)
De (1.36) en término de sus componentes se tiene:

w—ilu=0 (1.39)

Uy, —U—-W+V+Z—-idw=0 (1.40)
z—iAv=0 (1.41)

Uu+w+v, -v—-z-idz=0 (1.42)

Restando (1.39) y (1.41) se tiene: w—iAu—z+iAv=0
De (1.38) en la expresion anterior tenemos: u =v (1.43)
Sumando (1.40) y (1.42) tenemos: u,, +V,, —iA(w+2)=0
Tomando la parte real en la expresion anterior tenemos,

u, +v, =0 (1.44)
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De (1.43) y de la condicion frontera (1.5) — (1.6) se sigue,
2u, =0
(1.45)
u(0,t) =u(L,t)
Asi el problema (1.45) admite una tnica solucion u=0, luego de (1.43) tenemos v=0.
Reemplazando en (1.39) y (1.41) tenemos: w=0 y z =0; es decir: W :(O 00 0),

lo que contradice (1.36).
Esto demuestra que iR = p (A)

(ii) Demostramos que H(MI - A)_lu <C,Vi1€ER.

Lo que queremos demostrar es: |U|,, <C||F|.,, , donde U = (A1 - A)'F.
En efecto:

SseaF=(f, f, f, f) eHyU=(u w v z) eD(A), tal que
(iIAl-AU=F. (1.46)

Luego de (1.46) en términos de sus componentes tenemos,

IAu—w=f, (1.47)
IAW—-u, +u+w-v—-z=f, (1.48)
iv—z=f, (1.49)
ilz-u-w-v, +v-z=f, (1.50)

Multiplicando por u en (1.48) e integrando de 0 a L, luego integrando por partes y de la
condicidn frontera tenemos,

L L L L L L L
J'W(i/w)dx + j (u)?dx+ I u’dx + jwudx —Ivudx —I zudx = quzdx (1.51)

0
Reemplazando (1 47)y (1 49) en (1 51) tenemos
jw(f +w)dx+.[(u )? dx+.[u2dx+.f(|2u — f,)udx —Ivudx —_[ (iAv— f,)udx = qu dx
Luego obtenemos,
L L L L L L L L L L
jwzdx + 'f (u)?dx+ j u?dx + 'f iAu’dx —J‘vudx —I iAuvdx = _[ f udx + j f,udx —j f wdx —j f,udx
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(1.52)
Ahora multiplicando porv en (1.50) e integrando de 0 a L, luego usando integracion por
partes y condiciones de frontera, obtenemos,

.T(i/lv) zdx —_T vudx —JE vwdx + JL‘vfdx +jv2dx +JL‘ zvdx :JL‘ f vdx (1.53)
Reemplazando (1. 47) y (1. 490) en (1 53) y operando tenemos
jzzdx —Ivudx —|/1Ivudx +Iv2dx +_[v2dx +|ljv2dx If vdx — If zdx — vadx+j f vdx

(1.54)
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Apllcando la parte real en (1 52) y (1. 54) obtenemos
jw dx+j(u ) dx+ju2dx—jvudx jfudx jfwdx jfudx+j fudx  (1.55)

J. 2%dx —I vudx + Ivfdx + I Vdx = J. f,vax + I f vdx — I f vax + I fizdx  (1.56)
Sumando (1.55) y (1. 56) tenemos O 0 0
jvzdx+_[u2dx+Iu2dx+jv2dx+_[u2dx+jv2dx 2_[vudx Ifudx jfwdx _[fudx

+_([ fudx + _([ f,vdx + _([ fvdx

L L
—[ fvdx+ [ f,zdx  (157)
0 0
En (1.57) aplicando valor absoluto tenemos,

L L L L L L L L
Ivfdx +J.ufdx +qudx +Ivfdx +I (u-v)*dx < I| f,| Jufdx +I| f1||w|dx+I| f,]|ujdx
0 0 0 0 0 0 0 0
L L L
+J'| f2||u|dx+J'| f4||v|dx+j| f,||vidx
0 0 0

L L
+[] £ [vidx-+ ] |2 (1.58)
0 0

Usando la definicién de la normaen H; x L? x H; x L* y factorizando el lado derecho de
(1.58) se tiene,

L L L L
JUIE, < [AR]+1Ta] | fDJutdx+ [ £+ fa|+| T v dx+ [ £ [widc+ [| o[z (2.59)
0 0 0 0
Aplicando la desigualdad de Holder en el lado derecho de (1.59) obtenemos,
JOIE <[ul A eI+ el 1D+ AT+ D+ 1wl +] £
<[l QU+l Dl -+ Qo]+ I+ LDl VI Q]+ s+ D
]+l + 2D+ ol o+ IVl 2
2 , V2 5 52
<[ Julf + Qi+l +h2ly? | [ QR+l D7+l ]
1/2 1/2
| VP + Q-+ Il 2 | [ A+l £D* + . |
1/2 1/2
oL e A A e X

Luego obtenemos,
[OIE, < Qull+ v+ i+ [ZDA £+ £l + 10+ 1D
]+ I+ DDAl D0 D
(] ]+ i+ DA+ D
[OIE, < 3qull+ v+ Iwl+ DDA+ 1+ £+ 1D (1.61)
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Usando la desigualdad de Poincare y propiedades de Sobolev en (1.61) tenemos,
Ully <3l +Ce vl + ol + Callzh)Cs l fll + 1+ Coll flly + DD
= Ul < Calulle +Mhee +Iwle +12he) A Ell + 00+ 05l + 1D

=Vl <GVl IFl, =l <CIFl,  @62)

Por lo tanto, 3C >0,V 4 >OH(/1I ~-A)'|<cC.

Luego del teorema de Pruss se sigue que el operador A es exponencialmente estable.

4. Discusion

Considerando que la estabilidad exponencial en esta investigacion se obtuvo usando el
teorema de Pruss a diferencia de A. Haraux y E. Zuazua (1998) los cuales también
estudian la ecuacion de onda del tipo Kirchoff con término disipativo de tipo friccional,
pero lo realizaron usando la técnica de multiplicadores asi como Kormonif y Rao (1997)
con término disipativo de tipo damping friccional en la frontera en forma similar lo usé
Alabau (1999) colocando dicho término disipativo en una de las ecuaciones.

Para encontrar la existencia y unicidad se utilizo la teoria de semigrupos al igual que
Haraux y E. Zuazua (1998) y Raposo, Bastos (2009) a diferencia de J. Mufioz (1992)
que uso el método de Galerkin.

5. Conclusiones

La solucion del sistema lineal acoplado de la ecuacién de onda con término disipativo
posee estabilidad exponencial haciendo uso del teorema de Pruss.

Se demostrd la existencia y unicidad de solucion mediante la teoria de semigrupos
lineales.
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