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Resumen.- En el presente articulo, mediante un proceso de cambios adecuados en el
sistema planteado obtenemos un problema de Cauchy Abstracto no homogéneo y
aplicando la teoria de semigrupos lineales obtenemos la existencia y unicidad de
solucion al problema.

Palabras claves: Existencia y unicidad de solucién, Problema semilineal, Teoria de
semigrupos.

Abstrat: In the present article, by means of a process of suitable changes in the raised
system we obtain a problem of non-homogeneous Cauchy Abstract and applying the
theory of linear semigroups we obtain the existence and uniqueness of solution to the
problem.

Keywords: Existence and uniqueness of solution, Semilineal problem, Theory of
semigroups.

Résumeé: Le présent article par un proces de changements appropriés dans le systeme
proposé on obtient un probleme de Cauchy abstrait ne pas homogéne et en appliquant la
théorie de semi groups linéaires on va obtenir la existence et unicité de la solution du
probleme.

Mots Clés: Existence et Unicité de la Solution, Probléeme Semi Linéaire, Théorie de
Semi Groups.
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1. Introduccién

El término disipativo en una ecuacion, sirven para garantizar que la energia asociada a
la ecuacion tengan un comportamiento asintético o polinomial y tenga sentido el
problema caso contrario puede tener explosion en un determinado tiempo.

En el afio 1990, E. Zuazua [17] estudia la ecuacion de onda semilineal con disipacion
localizada en O c R", dominio acotado, donde se tiene el “término disipativo local”
a(x)u, y el término semilineal f(u), expresado en

Uy —Au+au+ f(w) +alx)u; =0, en Qx(0,+x)
u(0) =u,, u:(0) = uy, en ()
u=0, sobre I' X (0,+)

Con I' = 0Q frontera de Q < R", prueba que el problema, es bien puesto en el espacio
HL(Q) x L?(Q), es decir, existe una Unica solucion débil en la clase,

u € C([0,+00); H3(Q) N H?(Q)) n ([0, +0); L2())
Muchos autores trabajan con amortiguamiento local, ver [3, 6, 10, 11, 12, 13, 14] y [15].

Las ecuaciones de la onda describen propagacion de particulas. Desde un punto de vista
matematico la ecuacion de ondas es el opuesto exacto de la del calor pues se trata de un
sistema reversible en tiempo, conservativo, carente de efectos regularizantes y en el que
la velocidad de propagacion es finita. Estan aplicadas a la mecéanica cuantica (la
ecuacion de Schrodinger, que representa el movimiento de las particulas microscopicas,
haciendo un papel analogo a la segunda ley de Newton en la mecéanica clasica), de la
Fisica (problemas de elasticidad) y en la ingenieria (vibraciones de estructuras,
construccion de puentes), entre otros, como se describe en la siguiente figura.

Fig. 2 Estructura de cristales épticos
via difraccion optica.

El término disipativo local a(x)u; en el sistema planteado hace que la solucién del
sistema tenga un comportamiento asintotico, es decir, decae exponencialmente cuando t
tiende al infinito y como consecuencia tenga sentido el Problema planteado. Los
términos semilineal f(u) y au determinan algunas irregularidades mas que afectan a la
propagacion de ondas.
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Nosotros estudiamos, uno de sus multiples problemas propuestos en el articulo de E.
Zuazua [17], “Ecuacién de onda semilineal con amortiguamiento local”, dado por

U —Au+ f(uw) +al(x)u, =0, en 0 x(0,+00)
Z—: +u=0 , sobre X =T X (0,+») (0.2)

u(x,0) =upg(x) , ux,0)=u; (x), en
Consideremos . c R", abierto, acotado y con las hipotesis:

(H)a€el?(Q), a(x) =2a; >0, c.s.en wcQ, wes una vecindad abierta de
'=0Q.

(H2) f(s)s=0, Vs € R.

(H3) f € C1(R), satisfaciendo la condicion de crecimiento, es decir
IfO)—fOI<CA+ [xIP +yPDlx—yl; Yx,y ER

(H4) f es globalmente Lipschitziana, es decir, f' € L”(R).

Con estas hipotesis por medio de la teoria de semigrupos lineales demostraremos que el
problema (0.1), esta bien puesto en el espacio H1(Q) N H2(Q) x L?(Q), es decir, para
cualquier dato inicial

(ug,uy) € (HX(Q) N H?(Q)) x L2(Q),
Existe una Unica solucion regular en el espacio
u € C([0,T]; HX(Q)) n ([0, T]; HL(2) n H2(Q) ) n C2([0,T]; L*()) (0.2)
HI(Q) = {u € H'(Q)/ u+2 =0, sobre I } (0.3)

Que resolveremos usando la teoria de semigrupos lineales.

La energia asociada al sistema (0.1), formalmente es dado por

E®) = %U[Iut(x, % + [Vulx, t)|?]dx + 2 J F(u(x,t))dx + flu(x, t)IZdF} (0.4)

Q Q

donde

F(s) = Jlf(t)ldt , VSER.
0

Se demuestra que,
E(t) <CE)e™, vt>0, y>0 (0.5)

Para informacion sobre los espacios de Sobolev ver [1, 2, 5], y sobre la Teoria de
semigrupos lineales ver [7, 8 ,9].
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1.1 Problema Semilineal Abstracto

Consideremos el problema de valor inicial abstracto dado por,

T4 Au(t) = F(u(®); t>0
4 Au(e) = F(u(®) .
u(0) = u,

donde A es el generador de un semigrupo contraccion sobre un espacio de Banach
H 'y F:H — H una funcion continua.

Definicion 1
Diremos que u es una solucion regular débil del problema de valor inicial (1.1) si
ug € D(A) yu € C*([0,T]; H) n C([0,T]; D(A))

Diremos que u es una solucion generalizada, si u satisface el P.V.I. (1.1)y u, € HYy
u € C(]0,T[; H). En ambos casos, u satisface la ecuacion integral

T

u(t) =Suy + f S(t—s)f(s)ds 1 3

0
Definicion 2

Diremos que una aplicacion F: H - H es localmente Lipschitziana, si para cada
constante positiva M existe una constante L,, tal que

|F(w) = F()| < Lylu—v|

Paratodou,v € H,talque [u| <M y |v|<M

Lema 3

SeanT >0 yuy, € H. Si u,v € C([0,T]; H) son dos soluciones de (1.1), entonces
u=mv.

Demostracion. Ver Pefia Miranda C. [14].
Teorema 4

Sea F: H — H localmente Lipschitziana, entonces para cada u, € H, existe una Unica
solucién generalizada de (1.1) definida en [0, T]. Mas aun si u, € D(A), la solucién es
clasica.

Demostracion. Ver Pefia Miranda C. [14].
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Teoremab
Si u es una solucién maximal de (1.1), entonces

Thax = 1% 0 Tpgyx < 400

im |u(t)| = +o

t->Tmax

En el primer caso, diremos que u es una solucién global y en el segundo caso, diremos
que la solucion explota en tiempo finito.

Demostracion. Ver Pefia Miranda C. [14].
2. Existencia y unicidad de la solucion regular

En esta seccion estudiamos la existencia y unicidad de la solucién regular de la ecuacién (0.1)
con las hipétesis 0 © R™ abierto acotado bien regular y satisfaciéndose (H1)-(H4) con datos
iniciales (ug, u;) € H1 () X L2(2), H(Q) definido en (0.3).

2.1 Existencia y unicidad
Teorema 6

Sea F: H — H localmente Lipschitziana. Entonces para todo (uy, u,) € D(A) existe
una unica solucién regular débil del sistema (0.1), es decir, 1 4-

u € ([0, +90); HX(Q)) n €*([0, +0); HE(Q) n H2(Q)) N C2([0, +00); L?())

Demostracion
Existencia de la solucién regular
En el sistema (0.1), poniendo v = u, obtenemos el problema de valor inicial

Ut+Au=F

U(0) = U,

donde

=5 0) =)= P = (Lo acn)
o) T L) T\ T Y T G = aow

Sea H = HX(Q) x L*(Q)

y

A:H—> H
Uw— AU

Revista de Investigacion Multidisciplinaria &,CTSWE



(\
!CTS CAFE nuous
Volumen I- N° 1 Marzo 2017 http://www.ctscafe.pe

A es un operador lineal puesto que las componentes de A son operadores lineales.
Por definicion D(A) ={U € H: AU € H}

Encontrando que su dominio es dado por

D(A) = {(__A”u) €EH/ueH(Q)NH2Q) ; ve LZ(Q)}

= HI(Q) n H?(Q) x L*(Q)
Definamos el producto interno en H

_ ) _ Uuq _ U,
(Ul' UZ)H = f(Vu1Vu2 + Ulvz)dx + f uluzdr ) U]_ - (Ul)!UZ - (UZ) € H
Q r

Es facil deducir que:
i) A es mondtono
Afirmacion 1: A es maximal en D(A) = D(I + A)

En efecto, sea

F=(')eH=HY(Q)xIL?(Q), UeD) /U+AU=F (2.1)
A

15

u—v=f€H(Q)
—Au+v=gE€L*(Q)

Sumando

u—Au=(f+g)€L*(Q)
Vamos a aplicar el teorema de Lax — Milgram.
Sea

a:H}(Q) xHI/(Q) — R,
definido por

a(u,v) = (W, v)12(q) + (Vi, Vv) 2(q)
Define un producto interno en H1 () el cual induce una norma dada por
vu € HEQ): lull gy = Nl + 1Vull ) = Il g,

Esto es, Vu € H!(Q), llullyzcy = lullfiggy
Se tiene

a) a(.,.) es bilineal, puesto que todo producto interno es bilineal.

Revista de Investigacion Multidisciplinaria &,CTSWE
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b) a(.,.) es continua
En efecto, Vu, v € HX(Q)
a(u,v) = |(u, V)2 + (Vu, VV)LZ(Q)l
< llullllvll + IVull||voll

< %[(Ilull2 +IVull®) + (vl + [IVvil*)]

1
= E(”u”LZ(Q) + ||Vu||L2(Q))(||V||L2(Q) + ||VU||L2(Q))

_1 2
aELICRINE

c) a(.,.) escoerciva

En efecto,

la(u,u)| = |(u, V)2 + (Vu, VV)LZ(Q)l > ||u||121*1(m

Ademas, la aplicacion

L:H}N Q) — R 16
v = (Lv)= W), v) 2@

para todo i € L?(Q) es una forma lineal y continua, es decir, L € (H*1 (Q))’ , Yy por el
teorema de Lax- Milgram, existe una Gnica u € H1(Q) tal que

a(u,v) =(L,v) = ), v) 2 ,V Vv € H(Q)
Paratodo ¢ € D(Q), se tiene
(L, @) = (), 9)12(q)

=a(u, @)

=W, @)z + (AU @) 12(q) — (W, ©)12(r

= (u—Au, @) 2@, 9 €D
por densidad de D () en H!(Q)

D@ ™ @ =D = Hj(Q)

Pues ||ull gz ) = lullgiq) Yu € H!(Q),
Luego; (L,v) = (u — Au,v)2(q) YV € HI(Q)

esto es,

Revista de Investigacion Multidisciplinaria &,CTSWE
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Y =u-—Au € L*(Q) (2.2)

como —Au € L2(Q), por la regularidad eliptica, existe u € H2() que verifica (2.2).

Por consiguiente hemos obtenido, que para
F=(£)EH=H}(Q)><L2(Q),
existe una Unica
(%) € D) = HE(Q) n H2(0) x (),

tal que

Esto prueba que, A es maximal.

Afirmacion 2: F: H — H esté bien definida por
F(U)=< 0 )EH=H1(Q)><L2(Q) U=
—f(w) —ax)v ) ’
En efecto

U= (z) € H se debe probar que (—f(u) — a(x)v) € L?(), es decir,
fl—f(u) —a(X)v|* <
QO

como U = (:ﬁ) € H = H1(Q) x L2(Q)

entoncesu € HX(Q), v € L?(Q)

Afirmacion 3:
j I (w(O)Pdx < oo
Q

En efecto, se cumple
(a+b)P <2P1(a? + bP), parap=>1; a,b>0
para p = 2, tenemos
(a+b)? <2 (a?+b?)

por la condicion del crecimiento
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[Ire)fax <c [ia+ e
Q Q

2
= 2 (llullZgqy + 122 )
por las condiciones iniciales

n=2)p<n,1<p

de aqui por interpolacidn se tiene la inmersion

HY(Q) S L' (Q), e(Z,ﬂ}, n>3
En particular para
r:2pe(2,ﬂ}, n=3
n-2
H'(Q) % P (Q)
esto significa que

llull 2p @) < Cllullyry v ||u||i§p(m < CZp”””i?p(g)

Por otro lado se tiene que, H'(Q) < L2(Q) entonces
llull,z < Cllullgrqy

Luego de (2.5) y (2.6) en (2.4), existe una constante k > 0 tal que

(2.4)

(2.5)

(2.6)

j|f(u(x))|2dx < kIIuIIzl(m <o ; puesu € H}(Q)
Q

De la afirmacion 3 en (2.3) se tiene que:

(—f@W — a(x)v) € L*(Q)

y en consecuencia F esta bien definida.

Ademaés por la propiedad del crecimiento, desigualdad de Holder e inmersiones de
Sobolev se prueba que F es localmente Lipschitziana. Entonces por el Teorema 5 para

0= (1) € i

existe una solucion regular débil

18
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U: [0, Thax] = X,

tal que

(u,) € CUO, Traels H) 0 C1(10, Ty, D(AY)
de modo que

w € C([0, Tynaxl; H2(Q)) 0 C1([0, Tynaxl; HX () 0 H2(Q)) N C*([0, Trnax; L2(Q))  (2.7)

Unicidad de la solucion regular
Consideremos u y v dos soluciones de la ecuacion (0.1) y seaw = u — v, entonces

Wy —Aw + f(w) — f(v) +a(@)w,; =0 ; en Q= Qx (0,+0)
w(0) = w.(0) , en (2.8)
Z—f+w=0 ; sobre X =T X (0,+)

Multiplicando esta ecuacion por w; e integrando sobre R™ se tiene

2dt’[lwtlzdx+——J|Vw|2 dX+JWWtdF+—j(f(u) f(v))dx 19
r

1
= —Eja(x)lwtlzdx
Q

1d 1d ow
7t el + 5 7 10wl = [ Sowedr + [ (@) = FD
Q

r
+ja(x)|wt|2dx =0
Q
De la condicion de frontera obtenemos

; dt{uwtuLzm) + VWi gy + Wl 22}

< j F () — F)llweldx + f a(0)lw2dx
Q

Q

Como f € C(R), entonces por el Teorema del Valor Medio, existe
=065 +(1-6)S,, 0<6<1
tal que

Ifw) = fW)| = f[Dlu—v|

Revista de Investigacion Multidisciplinaria &,CTSWE
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ademas a € L*(Q), entonces

1d

S Wl ) + 17wy + Wiz} < j F1@ = vllw,ldx
Q

T llall= f Iwe|2dx
Q

F@)]
<0 f wlZdx + f Iwel2dx | + llallsoga) Iwe 2 o
Q Q

< C(llwlliz(r) + ”Wt”zZ(Q))

Integrando de 0 at < Ty las condiciones iniciales del sistema (2.8):

T

1
E(”WtHEZ(m + ”VW”iZ(g) + ||W||]%2(p)) < Cf(llwlliz(p) + ”Wt”iz(m)dt
0

Luego, mayorando por la izquierda, desigualdad de Poincaré y el Lema de Gronwall
(Caso simple), obtenemos

”Wt”zz(ﬂ) + ”W”iz(r) =0ow=0cs.en Q 2 0
Estoes,u =v, c.s. en Q.
2.2. Prolongamiento de la solucion regular
Aqui obtendremos la solucion global del problema (0.1), aplicando el Teorema 5.

Multiplicando la ecuacion (0.1) por u, e integrando sobre €, obtenemos

(uee, up) + (0w, ue) + (f (W), u) + (a()ug, uy) =0

De donde desarrollando los términos (—Au, u;), (f (u),u;) y la definicién de la energia
E(t) obtenemos

t d t2
J L Ew@) = —J fa(x)lutlzdxdt <0
t dt t Q
1 1
tz
E(T)—E(0) = —f Ja(x)lutlzdxdt <0
t, Ja

Entonces
E(T) < E(0)

Esto es E(t) tiene un decrecimiento cuando t — oo
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Podemos decir entonces que

vVt =>0, E(0)=E(t).
Afirmacion 3: Tyqy = +©
Prueba. Ver Pefia M., Carlos [14].

Luego de la afirmacion en (2.7), se tiene que existe una unica solucién regular débil del
sistema (0.1) en el espacio

u € C([0,+00]; HE(Q)) n €1([0, +o0]; HE(Q) N H2(02)) N C2([0, +o0]; L?(Q))
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